﻿Modelare si simulare Seminar 2 SEMINAR NR 2 1 Variabile aleatorii Notaţii, definiţii, concepte de bază Variabila aleatorie X este o funcţie fixă şi deterministă care alocă (repartizează, distribuie) un număr real X(ξ ) fiecărei realizări ξ din spaţiul de eşantionare S al unui experiment aleatoriu, E Spaţiul de eşantionare ale varialiei aleatoare X se notează cu S X 1 1 Funcţia de distribuţie Funcţia de distribuţie ()Fx a variabilei aleatoare X este probabilitatea apariţiei X ∞ −() vi) []()Pa X b F b F a > [] ,0pX x e x= Să se determine: i)istribuţie funcţ şi funcţia de densitate de probabilitate ia de d 1 T unde = ,pTX i) () [ ] 1 [ ]Fx PXx PXx=≤, deci: X= 0,0pentru x []PA Funcţia de densitate de probabilitate condiţionată de un eveniment A, a variabilei aleatorie X este (dacă derivatele există !) : () XdF x A () XfxA= dx Aplicaţia 3 o funcţie de distribuţie continuă ()Fx Timpul de servire X, al unui client urmează X Determinaţi funcţia de distribuţie condiţionată şi funcţia de densitate de probabilitate condiţionată relativ la evenimentul A= {clientul este încă în servire la momentul t} Particularizaţi în cazul unei distribuţii exponenţiale a lui X Rezolvare: E{}Xt>venimentul A={clientul este încă în servire la momentul t} = 0, pentru x t ⎪ == =≤]x[|][FxA PX xXtPt X , [{ }]pentru x tPX t≥ > ⎪ 1[ ]PX t−≤ ⎩ 0FxA= deoarece clientul nu mai poate fi în servire la momentul t () X pentru xt 0), p () 01p≤≤ ⎛⎞ knkn− − = n Probabilităţi elementare: () [ ] (1 ) , 0,pkpXk p p k== X= ⎜⎟ k ⎝⎠ !nn⎛⎞ = (combinări de n luate câte k) ⎜⎟ !( )!kkn k− ⎝⎠ p Media : []XXn=⋅ ⋅− Varianţa: [] (1 )VAR X n p p=⋅ Aplicaţii: numărul de biţi eronaţi într-un bloc de n biţi transmişi printr-un canal fără zgomot, numărul de nume active dintr-un număr de n surse în servire, etc 2 3 Distribuţia geometrică Versiunea I : Variabila aleatorie X reprezintă numărul eşecurilor unui eveniment în inregistrat pe parcursul unei secvenţe de subexperimente independente, tip Bernoulli, până la apariţia primului succes Probabilitatea succesului în cazul unei repetă ri este p Spaţiile realizărilor: {0,1, 2, }S= X Parametrii: p ()01p≤≤ k Probabilităţi elementare: ( ) [ ] (1 ) , 0,1, 2,pk Pxk p p k== − =… X= 1p− Media : E[x]=[]EX= p 1p− Varianţa: []VAR X= 2 p Versiunea II: Se presupune ca variabila aleatoare 'X este numă rul de repetări până ce apare primul succes într-o secvenţă de subexperimente independente tip Bernoulli Spaţiile realizărilor: {1, 2, }S= 'X 1k− Probabilităţi elementare: ( ) (1 ) , 1, 2, pk p p k=⋅ = 'X− 7Modelare si simulare Seminar 2 1 Media : [']EX= 2 p 1p− Varianţa: [']VAR X= 2 p Observaţii: • '1XX=+ • Este singura variabilă aleatoare discretă ce deţine proprietatea de lipsă de memorie Aplicaţii: numărul de apeluri repetate până la ocuparea unei surse; numărul de retransmisii într-un canal cu zgomot până la prima recepţionare corectă ; etc 2 4 Distribuţia Poisson Se presupune că : i) Variabila aleatorie X este numărul de apariţii ale unei anumite realizări pe parcursul unui intervalTΔ de timp ii) Momentele apariţiilor sunt distincte ; iii) Orice interval finit conţine un număr finit de apariţii; iv) Orice interval infinit conţine un număr infinit de apariţii; v) Evenimentele nu apar la momente predeterminate ; vi) Numărul apariţiilor dintr-un interval este independent de numărul apariţiilor dintr-un alt interval disjunct Spaţiile realizărilor: {0,1, 2, }S= X Parametrii:0> α(numărul mediu de evenimente ce apar în intervalul dat) k α α− Probabilităţi elementare: ()pke= X !k Media : []EX= α Varianţa: []VAR X = α Observatii: • aproximeaza distributia binomiala pentru p “mic” si n “mare”, considerand: pn⋅=α • timpii între două apariţii succesive sunt variabile aleatorii independente, identic α distribuite după o lege exponenţială de parametru: = λ TΔ Aplicaţii: - numărul mesajelor sosite într-un sistem de comunicaţii, numărul cererilor de conexiuni într-o reţea de comunicaţie, numărul defectelor dintr-un dispozitiv electronic, etc 8Modelare si simulare Seminar 2 2 5 Distribuţia uniformă discretă Se presupune că variabila aleatorie X ia valori într-un interval finit {1,2, n} de numere naturale Toate valorile sunt echiprobabile Spaţiile realizărilor: {0,1, 2, }Sn= X Parametrii: n 1 Probabilităţi elementare: ( ) [ ] , 1, 2, pkPXk k== =n X= n 1n+ Media : []EX= 2 2 1n− Varianţa: []VAR X= 12 Aplicaţii: Evaluarea raportului semnal-zgomot introdus de procesul de cuantizare 2 6 Distribuţia uniformă continuă Se presupune că variabila aleatorie X ia valori reale în intervalul [a,b] Probabilitatea ca variabila aleatoare să ia o valoare într-un subinterval este proporţională cu lungimea intervalului Spaţiile realizărilor: [,]Sa= Xb Parametrii: asibab ⎪ ⎩ ab+ Media : []EX= 2 2 ()ba− Variaţia: []VAR X= 12 Aplicaţii: Valori distribuite uniform în sunt utilizate pentru a genera numere ce corespund altor distribuţii 2 7 Distribuţia exponenţială Nu se fac presupuneri Spaţiul realizărilor: [0, )∞ λ Parametrii: 0> x−λ Funcţia densitate de probabilitate: ()fxe=⋅ Xλ x−λ Funcţia de distribuţie: () 1Fx e=− X 9Modelare si simulare Seminar 2 1 Media : []EX= λ 1 Varianţa: []VAR X = 2 λ Observaţii: • reprezintă forma limită a distribuţiei geometrice; • este unica distribuţie ce deţine proprietatea de lipsă memorie Aplicaţii: lungimea mesajelor şi timpul între două apariţii succesive de evenimente (cereri de serviciu) în sistemele de comunicaţii; timpul de funcţionare (fiabilitatea sistemelor şi componentelor) 2 8 Distribuţia Gamma Nu se fac presupuneri Spaţiile realizărilor: (0, )∞ λ>> Parametrii: 00α 1xαλ−− ()xeλλ⋅⋅ ⋅ Densitatea de probabilitate: ()fx= X Γ ()α ∞ 1⎛⎞ 1y−−α unde:()yedyΓ= α cu proprietăţile i) π Γ= ⎜⎟ ∫ 02⎝⎠ 1()αααΓ+=⋅Γ ii) ( ) =−αα , pt Nα∈ iii) () ( 1)!Γ α Media : []EX= λ α Varianţa: []VAR X= 2 λ Aplicaţii: Distributia gamma, prin intermediul parametrilor α şi λ poate genera o varietate de curbe prin care se pot modela diverse experimente O serie de distributii sunt cazuri particulare ale distribuţiei gama Astfel: - pentru 1= α se obtine distributia exponentiala; 2 ∗ λ si /2k=α cu kN∈ se obtine distribuţia χ; - pentru 1/ 2= α, mN∈se obtine distribuţia m- Erlang - pentru m= 2 9 Distribuţia m-ERLANG Spaţiile realizărilor: (0, )S=∞ X * Parametrii: mN∈ şi 0λ> 1xm−−λ ()ex⋅λλ Funcţia densitatede probabilitate: ()fx= X (1)!m− 1km− ()xλ⋅ xλ − Funcţia de distribuţie: () 1Fxe=− X∑ 0!kk= 10Modelare si simulare Seminar 2 m Media : []EX= λ m Varianţa: []VAR X= 2 λ Aplicaţii: O variabilă aleatoare m-ERLANG se obţine adunând m variabile aleatorii De aceea, ea este un exponenţiale independente, identic distribuite, de parametru λ model general a timpilor de aşteptare în sistemele cu aşteptare, a timpilor de viaţă în studiile de fiabilitate, etc 11